Derivadas
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Secantes y tangentes

Supongamos que queremos hallar la tangente a una curva de
ecuacion cartesiana y = f(x) en el punto (a, f(a)). En prin-
cipio, parece que nos falta un dato ya que una recta no que-
da determinada por un solo punto. Para determinar una recta
necesitamos dos puntos o un punto y la pendiente. La estrate-
g1a consiste en aproximar la tangente por rectas secantes cuyas

pendientes si pueden calcularse directamente.
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(z, f(z)) /

Y

Una recta secante
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Tangente a una curva

En particular, consideremos la recta que une el punto (a, f(a))
con un punto cercano, (x, f(x)), de la grafica de /. Estarecta
se llama una secante (recta que corta a la curva, pero no es

tangente a la curva). La pendiente de esta secante es:

J(x) = f(a)

X —d

Cuando el punto x se aproxima “infinitamente” al punto a, la

pendiente de la tangente vendra dada por:

i 23— f(@)
1m

X—>d X —d
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Razon de cambio promedio

Muchas leyes de la Fisica, la Quimica, la Biologia o la
Economia, son funciones que relacionan una variable *“‘de-
pendiente” y con otra variable “independiente” x, 1o que
suele escribirse en la forma y = f(x). Si la variable inde-
pendiente cambia de un valor 1nicial a a otro x, la variable
y lo hace de f(a) a f(x). La razon de cambio promedio

de y = f(x) con respecto a x en el intervalo |a, x| es:

J(x) = f(a)

X —d

Razon de cambio promedio =
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Razon de cambio puntual

Con frecuencia interesa considerar la razon de cambio en
intervalos cada vez mas pequenos. Esto lleva a definir 1o
que podemos llamar “razon de cambio puntual de

y = f(x) con respecto a x en el punto a”’ como:

i ) = f(a)
1m :

xX—a X —d
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Derivada de una funcion en un punto

Se dice que una funcién f : I — R es derivable en un punto

a € I, s1 existe el limite:

o S X)) — f(a)
1m

X—>d X —d
Dicho limite se llama derivada de f en a y lo representaremos

por f'(a) (notacién debida a Lagrange). El limite anterior se

puede escribir también de la forma:

= tim L@ — @

h—0 h
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Funcion derivada

Dada una funcién f : I — IR derivable en todo punto de
I, 1a funciéon derivada de f esla funcién f': 1 — R que
a cada punto x € I hace corresponder la derivada de f en

dicho punto.
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La derivabilidad de f en un punto a € I es una propiedad lo-
cal, depende solamente del comportamiento de f en los puntos
de I proximos al punto a. Concretamente, si J es cualquier in-
tervalo abierto que contiene el punto a, se verifica que f es
derivable en a si, y solo si, la funcion restriccion f|7ny es deri-
vable en a y, por supuesto, en tal caso ambas funciones tienen

la misma derivada en a.

Toda funcion derivable en un punto es continua en dicho

punto.

df(x
La notacion J:l( ) para representar la derivada de f en x es
X

debida a Leibniz.
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Rectas tangente y normal

Supuesto que f es derivable en a, la recta de ecuacidn cartesiana:

y= /) + f(@(x—a)

se llama recta tangente a la grafica de f en el punto (a, f(a)),y

también recta tangente a f en x = a.

Cuando f’(a) # 0, la recta de ecuacion:

1
/'(a)

es la recta normal a la graficade f enel punto (a, f(a)), y también

y=f(a)— (x —a)

rectanormala f en x = a
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Derivadas laterales

Se dice que f es derivable por la izquierda en a si existe el limite:

o S &) — f(a)
1m :

X—>A X —d
x<a

El valor de dicho limite se llama la derivada por la izquierda de

f ena.

Se dice que f es derivable por la derecha en «, si existe el limite:

o LX) — f(a)
1m :

X—>d X —d
xX>a

El valor de dicho limite se llama la derivada por la derecha de f

en d.
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Relacion entre la derivada y las derivadas laterales

e Si a = max I, entonces la derivabilidad de f en a es lo

mismo que la derivabilidad por la izquierda de f en a.

e Si a = min I, entonces la derivabilidad de f en a es lo

mismo que la derivabilidad por la derecha de f en a.

e S1a no es un extremo de /, entonces equivalen las afirma-
ciones:
<& f es derivable en a.

<> Las derivadas por la izquierda y por la derecha de f ena

existen y coinciden.



index.html

Derivadas de sumas, productos y cocientes

La funciones suma, f + g,y producto, fg, son derivables en
todo punto a € I en el que f y g sean derivables, y las deriva-

das respectivas vienen dadas por:
(f+&) (@)= f"(a)+g'(@); (fg)(a)=/f"(a)g(a)+ f(a)g'(a

La funcidén cociente f/g es derivable en todo punto a € I en el

que / y g sean derivables, en cuyo caso se verifica que:

(i)/ (@) = J'(a)g(a) — f(a)g'(a)
g (g(a))?
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Las funciones polinOmicas son derivables en todo punto y
las funciones racionales son derivables en todo punto de su

conjunto natural de definicion.
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Derivacion de una funcion compuesta o regla de la cadena

Sean f: I > Ryg:J—>Rcon f(I)CJ,yseah=gof
la funcién compuesta. Supongamos que f es derivableena €

y que g es derivable en f(a). Entonces / es derivable en a y
h'(a) =g'(f(a)) [ (a).

En particular, s1 g es derivable en J, la funcion compuesta
h = go [ es derivable en todo punto de / donde f sea de-

rivable.
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La regla practica es que una composicion de funciones se

deriva de forma inversa a como se evalua.

(ovow)(x)=u'(v(wx))v'(wlx))w'(x)
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Ejercicio
Calcula (f o g)'(x) en el valor indicado de x en los siguientes
Casos:

Lfr) = —=

NREE g(x)=10x"+x+1, x=0

x—1Y)° |
2.f(x):(x+1), g(x):;—l, x =—1
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Ejercicio
Calcula en cada caso el valor de a y b en funcién de ¢, para que

exista la derivada en el punto ¢ de cada una de las siguientes

funciones:

1
x? x <c x| > ¢

faoy=1"" ST f =4 Il

ax +b, x>c a+ bx? |x|<c
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Ejercicio
Supongamos que las funciones f y g y sus derivadas tienen los

siguientes valoresen x =2y x = 3.

x| f(x)|glx) | f(x)| &)
2| 8 | 2 | 173 -3

3 3 -4 2 5

Calcular las derivadas de las siguientes funciones en los valores da-

dos de x:
a) f(x)g(x), x=3 b) f(x)/g(x), x =3
c) f(gx)), x=2 d) V(X)) + (g(x))? x=2
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Ejercicio
Supongamos que las funciones f y g y sus derivadas tienen

los valores que se indican en la tabla.

x| f(x)]gx)| f(x) | g'(x)
0| 1 5 2 -5

1] 3 -2 0 1
21 0 2 3 |
31 2 4 1 -6

Calcula una tabla aniloga para las funciones f ogy go f.
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Ejercicio
Calcula directamente, aplicando la definicion, la derivada de

f(x)=+/x+T7enel puntoa = —1.
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Ejercicio
Sea f una funcién tal que f(x + h) = f(x) +3xh + h*> —2h
para todos x, 1€ R. Calcula f'(0)y f'(2).
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Ejercicio
Calcula un punto ¢ por la condicion de que la tangente a la
pardbola f(x) = x?> 4+ ax + B en el punto (c, f(c)), sea pa-

ralela a la cuerda que une dos puntos dados A = (a, f(a)) y

B = (b, 1(D)).
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Ejercicio
Calcula las ecuaciones de las rectas tangente y normal a una
pardbola f(x) = ax? + bx + ¢ en un punto genérico (u, v) de

la misma.
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Ejercicio

Calcula las ecuaciones de las rectas tangente y normal a una

2

hipérbola de ecuacién cartesiana x*> — y? = 1, en un punto

genérico (u#, v) de la misma.
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Derivadas de la exponencial y del logaritmo

(exp)'(x) =expx (Vx € R), (log)'(x)= % (Vx e RT)

En particular, se verifica que:

, logx et —1
lim = |; lim =1
x—>1x —1 x—0 X
log(1
lim og(l + x) = 1; lim(1 +x)/* =e
x—0 X x—0
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Criterio de equivalencia logaritmica

Este resultado es muy util y permite resolver en muchos casos

las indeterminaciones “1°°” y “000”.

Supongamos que lim f(x) = 1. Entonces se verifica que:

lim f(x)¢™ =l «— lim g(x)(f(x) — 1) =

X—>d

lim f(x)8Y = 400 <= lim g(x)(f(x) = 1) = +oo

X—>d

lim f(x)$¥) =0 < lim g(x)(f(x) = 1) = —

X—>d
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Derivacion logaritmica

Una funcion positiva g es derivable en a si, y solo si, la funcion

¢(x) = log(g(x)) es derivable en a en cuyo caso:
g'(a) =¢'(a)g(a)

Una funcién f es derivable en a si, y s6lo si, la funcién

h(x) = exp( f(x)) es derivable en a en cuyo caso:

J'(a) = h'(a) exp(—f(a))



index.html

Derivada de una funcion de la forma 1 (x)® (x)

Si f y g son derivables la funcién ¥ (x) = g(x)/ ™) también

es derivable. Derivando la funcion

log(¥(x)) = f(x)log(g(x))

se obtiene:

v'(x) = Y(x) (log(g(x))f’(x) 4 f(x)g (X))
g(x)
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Derivabilidad de las funciones trigonométricas

Las funciones seno y coseno son derivables en todo punto ve-

rificandose que:
sen’(x) =cosx cos’(x) =—senx.

En particular, se verifica que:

o osenx o cosx — 1
lim =1, lim = 0.
x—0 X x—0 X

Las derivadas de las demas funciones trigonométricas se dedu-

cen con facilidad a partir de las derivadas del seno y del coseno.
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Derivabilidad de las funciones hiperbolicas
Se comprueba sin dificultad que
senh’(x) = coshx, cosh’(x)=senhx

Las derivadas de las demas funciones hiperbodlicas se deducen
con facilidad a partir de las derivadas del seno hiperbolico y

del coseno hiperbolico.

Las derivadas de las funciones hiperbolicas inversas son muy
utiles para calcular primitivas de funciones en las que intervie-

nen raices cuadradas de trinomios de segundo grado.
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1

argsenh(x) = log (x + Vx2 + 1) argsenh’(x) =
x% +1
argcosh(x) = log (x + Vx?— 1) x> 1 argcosh’(x) = >
x< —1
h(x) (1) xzo h'(x) = ——
argcosech(x) = argsenh | — X argcosech’(x) =
X |x|vVx2+1
1 —1
argsech(x) = argcosh (—) 0<x <l argsech’(x) =
X

xvV1 —x2
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Extremos relativos

Dada una funcién cualquiera f : I — R, se dice que f tiene
en un punto a € I un mdximo relativo si se cumplen las dos

condiciones siguientes:

1) Hay algtin nimero r > 0 tal que |[a — r,a + r[C I.

2) Para todo x €la — r,a + r| se verifica que f(x) < f(a).
Analogamente se define el concepto de “minimo relativo™.

La expresion extremo relativo se utiliza para referirse indistin-

tamente a un Maximo O a un minimo relativo.
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Condicion necesaria de extremo relativo

Sea f : I — R, a € I ysupongamos que / tiene un extremo

relativo en a y que f es derivable en a. Entonces se verifica
que f'(a) = 0.

El resultado anterior es uno de los que peor se interpretan de-

bido a que suelen olvidarse sus hipotesis, que son dos:
e Que el punto a sea un extremo relativo de f.

e Que f sea derivable en a.
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La expresion “como f tiene un extremo en a, su derivada debe anular-
se en @’ no es, en general, correcta. Los siguientes ejemplos lo dejan

bien claro:

La funcién f : IR — R dada por f(x) = |x|, tiene claramente un mi-
nimo relativo (y también absoluto) en 0, pero no es derivable en 0, por

lo que no tiene ningun sentido decir que su derivada se anula en 0.

La funcién f :[—1,1] = R dada por f(x) = x°, es estrictamente
creciente, es derivable en todo punto y su derivada solamente se anula
en x = (0. Tiene un minimo absoluto en —1 y un maximo absoluto en
1; dichos puntos no son extremos relativos de la funcion. Este ejemplo
también muestra que la condicion necesaria de extremo relativo no es

suficiente.
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Los puntos en los que se anula la derivada de una funcion se

llaman puntos criticos o puntos singulares de dicha funcién.

Teorema de Rolle

Sea f :la,b] — R una funcién continua en [a, b|, derivable
en |a, b| y verificando que f(a) = f(b). Entonces existe algiin
punto ¢ €la, b[ tal que f'(c) = 0.

Una funcion continua en un intervalo cerrado y acotado que
toma igual valor en los extremos del mismo, y es derivable en
todos los puntos del correspondiente intervalo abierto, tiene

alguin punto critico en dicho intervalo abierto.
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f'(e)=0

A

Teorema de Rolle
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Determinacion de ceros de una funcion
El teorema de Rolle se usa para estudiar raices de ecuaciones.

a) Entre cada dos ceros de una funcion derivable en un intervalo

hay por lo menos un cero de su derivada.

b) Entre cada dos ceros consecutivos de la derivada de una funcion
en un intervalo, solamente puede haber, como mucho, un cero de la
funcion; o puede que la funcion no tenga ninguin cero entre los dos

ceros de su derivada.

El apartado b) suele expresarse diciendo que los ceros de la deriva-

da separan los ceros de la funcion.



index.html

Teorema del valor medio

Sea f :|a,b] — R una funcién continua en [a, b] y derivable

en |a, b|. Entonces existe algin punto ¢ €]a, b| tal que

f/(C) _ f(blz - f(Cl)
—d

La tasa de variacion promedio de una funcion derivable en un
intervalo es igual a la tasa de variacion instantdnea en algun

punto de dicho intervalo.
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A
(Cvf(c)l) y=f(c)+ f'(c)(x —c)
i (b, £(b))
(a, f(a)) . tg(a) = f(bl),:iz(a) =f'(e)
; b ’

a
/ Teorema del valor medio
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Consecuencias del teorema del valor medio

Sea f una funcién derivable en un intervalo /, y supongamos
que existe M > 0 tal que | f'(x)] < M para todo x € I.

Entonces se verifica que

f(x)—Ff)| < Mlx — y| para todos x, y € [

En particular, si f'(x) = 0 para todo x € I entonces [ es

constante en /.
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Consecuencias del teorema del valor medio

Sea I un intervalo, a € I y f una funcién continua en [ y
derivable en I \{a}. Si la funcién derivada f' tiene limite por
la derecha (resp. por la izquierda) en a entonces f es derivable
por la derecha (resp. por la izquierda) en a con derivada por
la derecha (resp. por la 1zquierda) en a 1gual al valor de dicho

limite. En particular, si existe lim f'(x) = L entonces f es

derivableenay f'(a) = L.

Las funciones derivadas definidas en intervalos no tienen dis-

continuidades evitables ni de salto.
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Derivabilidad y monotonia

Sea f : I — R derivable en todo punto del intervalo I con
la posible excepcion de los puntos extremos de /. Se verifica

entonces que f es creciente (resp. decreciente) en [ si, y sélo

si, f/(x) > 0 (resp. f'(x) < 0) paratodo x € 1.

Este resultado es muy util para probar desigualdades entre fun-
ciones. Muchos problemas de desigualdades responden al si-

guiente esquema.
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Estrategia

Supuesto que f y g son funciones derivables, para probar que

f(x) < g(x) para todo x > a, se hace lo siguiente:

e Sedefine i(x)=g(x)— f(x)y se comprueba que /2(a)=0.
e Se comprueba que 4’(x) > 0 para todo x > a.

Esta ultima desigualdad implica que /2 es creciente en [a, +00|

y, como /(a) = 0, concluimos que A(x) > 0, es decir,

g(x)— f(x) >0, paratodo x > a.
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Criterio de extremo absoluto

Sea f una funcién continua en [a, b] y derivable en todo punto

de ]a, b| con la posible excepcidén de un punto ¢ €la, b|.

a) Si f'(x) > 0 para todo x €la,c[y f'(x) < 0 para todo

X €]c, b], entonces f alcanza en ¢ un maximo absoluto en

[a, b].

b) Si f'(x) < 0 paratodo x €la,c[y f'(x) > 0 para todo
X €]c, b], entonces f alcanza en ¢ un minimo absoluto en

[a, b].
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Propiedad del valor intermedio para derivadas

Sea f : I — R derivable en el intervalo I con f'(x) # 0 para
todo x € I. Se verifica entonces una de las dos afirmaciones

siguientes:
» f esestrictamente crecientey f'(x) > 0 paratodo x € 1.

s f esestrictamente decrecientey f'(x) < O paratodo x € 1.
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Derivacion de la funcion inversa

Sea f : I — R derivable en el intervalo I con f'(x) # 0 para
todo x € I. Entonces f es una biyeccién de I sobre el intervalo
J = f(I), ylafuncién inversa f~!:J — R es derivable en J

siendo para todo y € J:

1

—1\7 —
U= 55750y
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La formula anterior se recuerda sin mas que derivar la 1denti-

dad:

(fof )=y

Como ejemplo podemos calcular las derivadas de las funciones

trigonomeétricas “inversas’.
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Ejercicio

Calcula el numero de soluciones de la ecuacion 3 log x —x =0.
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Ejercicio

2

Justifica que la ecuacion x“ = x senx + cos x tiene exacta-

mente dos soluciones reales.
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Ejercicio
Prueba que entre cada dos soluciones reales de la ecuacion

e senx = 1 hay al menos una solucion real de la ecuacion

e*cosx = —1.
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Ejercicio
Determina, segun el valor de m € R, el numero de soluciones

reales de la ecuacion:

2x3 —3x7 — 12x = m



index.html

Ejercicio
Estudia, segun los valores de « € R, el numero de soluciones

reales de la ecuacion:

3x° + 5x° — 30x = «
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Ejercicio
Calcula el nimero de ceros y laimagen de la funcién f : R — R

f(x)=x"=3x*+2
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Ejercicio
Sea P(x) una funcién polinémica de grado n. Seana < by
supongamos que las ecuaciones P(x) = a, P(x) = b tienen
cada una n soluciones reales distintas. Prueba que para todo
¢ €la, b| la ecuacién P(x) = c tiene n soluciones reales distin-

tas.
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Ejercicio

Sean 0 < x < y. Prueba que:
y—X y—X

<arctgy —arctgx < :
a)l—l—y2 arctg y g X 2

— — X
A <10gy—10gx<y

b) "
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Ejercicio
Seann € N,n > 2y 0 < a < b. Prueba que

na"'(b—a) <b"—a" <nb" (b —a)

Aplicacion. Haciendo a=1 + , b =1+ —, primero en
n

n—+ 1
la desigualdad de la derecha y después en la desigualdad de la

1zquierda, deduce que:

l1+—-) <1+ , 1 + <1+ —
n n-+1 n-+1 n
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Ejercicio
Dado o €]0, 1], prueba que x* < ax + 1 — o para todo

xeR*\ {11

Deduce que, dados p > 0y g > Otalesque 1/p + 1/g =1,

entonces para todos a > 0y b > 0 se verifica que

¢.,Cuando se da la 1igualdad?



index.html

Ejercicio
Prueba que para todo x €]0, /2| se verifica que
x? 2x

i)1—7<cosx; [[) — <senx < x <tgx
T
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Reglas de L’Hopital

Sean — < a < b < +, f y g funciones derivables en |a, b[ con
g'(x) # 0, para todo x €]a, b|. Seaa €{a, b} y supongamos que se

verifica alguna de las dos condiciones siguientes:
a) lm f(x)=1lim g(x) =0

b) ;igg{ |g(x)| = +oo

Y ademas
/
lim f, ) = LeRU {+o00, —o0}
x—a g'(x)
Entonces se verifica que
im L% _ 1
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y = f(zo) + = —(z — g(x0))
g'(@o)
1) e
- Zo
YT (@)
f(iUo) -7 ~ %
//// /

/ 9(xo)  g(x)

Regla de L’Hopital
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Derivadas sucesivas

Sea f una funcidén derivable en un intervalo /. Si la funcién
derivada f’ también es derivable en I decimos que f es dos
veces derivable en I y la funciéon " : =(f')’ se llama deri-
vada segunda de f en I. En general, si n € N, decimos que
f esn + 1 veces derivable en I si f es n veces derivable en
I y la funcién derivada de orden n de f en I, que represen-

taremos por ", es derivable en I; en cuyo caso la funcién

£+ = (£™) se 1lama derivada de ordenn + 1 de f en I.
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Si n es un nimero natural, n > 2, decimos que f es n veces
derivable en un punto a € I, si f es n — 1 veces derivable
en I y la funcién 71 es derivable en a. Se dice que f es
una funcién de clase C" en [ si f es n veces derivable [ y la
funcién £ es continua en /. Se dice que f es una funcién de
clase C* en [ si f tiene derivadas de todos 6rdenes en /. Por

convenio se define /(¥ = 7.
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Polinomios de Taylor

Sea f una funcién n veces derivable en un punto a. La funcién

polinémica 7,( f, a) definida para todo x € R por

(k)
T,(f.a)(x) = f(a )+Zf @ (x — ayf

se llama el polinomio de Taylor de orden » de / en a.
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Teorema de Taylor-Young

Sea f una funcién n veces derivable en un punto a, y sea
T, (f,a) el polinomio de Taylor de orden n de f en a. En-

tonces se verifica que:

i L)~ Tn(fsa)(x) _

X—a (x — a)”

0

Sea f una funcién definida en un intervalo I que es n + 1
veces derivable en un puntoa € I,y sea 1,( f, a) el polinomio
de Taylor de orden n de f en a. Entonces se verifica que:

SO T

xX—>a (x —a)rt! - (n+1)!

(@)
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Notacion de Landau

J(x)

Si f(x) y g(x) son funciones tales que lim = 0, se es-

x—a g(X)
cribe f(x) = o(g(x)) cuando x — a, y se lee f(x) es un

infinitésimo de orden superior que g(x) en el punto a.

Lo interesante de esta notacion es que:

p(x)=0(x=a)", Y (x)=0(x—a)T=p(x)y (x)=0(x—a)"**

p(x)

—»w(x)=0(x—a)”_q, y (e(x)+¥(x))=o0(x—a)’

P >4q
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Usando la notacion de Landau, el teorema de Taylor—Young

puede expresarse en la forma:

J(x)=T,(f,a)(x) + o(x —a)"

Esta ultima 1gualdad suele llamarse en algunos textos Teorema
de Taylor con resto infinitesimal o forma infinitesimal del resto
de Taylor. No es otra cosa que el teorema de Taylor—Young

escrito con la notacion de Landau.
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Polinomios de Taylor de una funcion y de su derivada

Entre los polinomios de Taylor de una funcion ¢ y de su derivada

¢’ hay la siguiente relacion:

d
——Ty1(p. a)(x) = T,(¢', @) (x)

Es decir, la derivada del polinomio de Taylor de orden n + 1 de ¢

es el polinomio de Taylor de orden n de ¢’.

La igualdad anterior es interesante en los dos sentidos pues permite
calcular 7}, (¢, a)(x) sin mas que calcular la primitiva o antideri-

vada de T,,(¢’, a)(x) que en el punto a coincida con ¢(a).
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Polinomios de Taylor de las funciones elementales

n
|
e’ =1 -+ Zyxk + O(Xn)

1 ( 1)k+1
sen X = Z x4 o(x?)

2k — D)
cos X = Z ((2131: o o(x®h
(1 + x)* = Z (Z)xk + o(x")
par
log(l + x) = (_lzk+1xk + o(x")

k=1
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Polinomios de Taylor de las funciones elementales

( 1)k+1 2k1

de—1"
k=1

" 1:-3-5--- 2k —1 ]
arc sen x — ( ) X2k+1—|-0()€2n+2)
e 2-4-6---(2k) 2k +1

arctg x = + o(x*")
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Técnicas para calcular limites de funciones

Cuando en un gjercicio te piden calcular un limite, es casi seguro
que se trata de una “indeterminacion”. Eso quiere decir simplemen-
te que se trata de limites cuyo calculo no puedes hacerlo aplicando
las reglas basicas del “dlgebra de limites” y tienes que usar alguna
técnica apropiada para calcularlos. Los limites interesantes son casi

siempre de este tipo.
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Técnicas para calcular limites de funciones

Voy a contarte las estrategias que suelo usar para calcular limites.

Esencialmente, puedo resumirlas en dos:
e Trato de reducir el limite a otros bien conocidos.

e Siempre que puedo sustituyo funciones por otras mas senci-

llas.
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Limites que debes saberte de memoria

., senx . arcsenx , arctgx

lim =1, lim =1, lIlm—=1,
x—>0 X x—0 X x—0 X

1 —cosx 1 e —1 o (1+x)¥ =1

Iim = —, lim =1, lim = «,
x—0 x2 2 x—0 X x—0 X

. log(1 + x) , x—senx 1 _, logx

Iim =1, lm = — lim =1,

x—0 X x—0 x3 6 x—>1x—1

, tgx—x 1 . tgx , x—log(1+x) 1
Iim = —, lim — =1, lim = —
x—0 x3 3 x—>0 X x—0 x2 2
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Aqui estan casi todos los limites que vienen en los libros

Sea f cualquier funcién tal que f(x) #0y li_r)n f(x) = 0. Entonces se verifica que:
X—>d

i sen f(x) 1 i arc sen f(x) 1 fm 1 —cos f(x) _ 1
x—>a  f(x) ’ x—>a  f(x) ’ x—a  f(x)* 2
lim &l =1 lim J(x) —sen f(x) = 1 lim L+ fO)7 ~ 1 =«
x—>a  f(x) ’ x—a f(x)3 6 x—a J(x) ’
i 080+ /() _ im BS) _, i ACtg f) _

x—>a  f(x) L x=a f(x) ’ x—>a  f(x) ’

Lo =S 1 [ —leg(l+ /() _ 1
a3 3 s G 2
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Vamos a la segunda estrategia. Sustituir funciones por otras
mds sencillas. Esto se basa en las equivalencias asintoticas
que permiten sustituir en un producto o en un cociente de fun-
ciones, una de ellas por otra asintoéticamente equivalente. ;Ojo!

En una suma no puedes, en general, hacer eso.

La lista de los limites bien conocidos es, de hecho, una lista de

equivalencias asintoticas y eso la hace mas util todavia.
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Sobre el mal uso de las reglas de L’Hopital

No conviene aplicar las reglas de " Hopital para calcular deri-

vadas, es decir, limites de la forma

i L) — f(@)
1m

X—>d X —d

La razon es muy sencilla. Si para calcular el limite anterior
usas las reglas de L’HoOpital, 1o que haces es calcular el limite
)%1151 f'(x). Siéste limite es igual a L deducimos que el anterior
también es 1gual a L. Pero jhas probado mas de 1o que se pedia!
Acabas de probar que la derivada de f es continua en a, porque

has probado que lim,_,, f'(x) = L = f’(a);y lo que se pedia

era solamente calcular la derivada de f en a.
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Los errores mas frecuentes al aplicar L’HOpital se deben a que
no se comprueban las hipotesis cada vez que aplicamos las
reglas. Es frecuente empezar con una indeterminacion del tipo

9 0 2 vy, después de aplicar L’Hopital una vez, no volver a
o0

0

comprobar que seguimos teniendo una indeterminacion. Asi

que no lo olvides: cada vez que apliques L Hopital comprueba

que se trata de una indeterminacion del tipo % o =y que la
©.0)

derivada del denominador no se anula.
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Sobre el uso de la notacion lim

X—>d
La notacion que usamos para limites es tan buena que a veces
te hace ver lo que no hay. En cierto sentido 1a notacion “tira de
ti”: basta con que escribas “lim” delante de una funcion para

X—>d

que mentalmente hagas la sustitucion x = a.
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Para comprobar esto te propongo un juego: dime en menos

de medio segundo el valor del siguiente limite:

X
Iim —
x—0 X
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. Has dudado? ;Has creido que es una indeterminacion tipo %?
S1respondes que si a estas preguntas es porque has hecho men-
talmente la sustitucion x =0 en el cociente = y has visto lo que
no hay. Porque, evidentemente, se tiene que % = |, es decir, el
limite anterior es el limite de la funcion constante 1gual a 1. No

hay ninguna indeterminacion. Es un limite trivial.
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Lo mismo pasa con el siguiente limite lim 1*. Si te dejas
X—>—+00

llevar por la notacion y haces mentalmente la sustitucion x =

+00, puedes creer que se trata de una indeterminacion 1°°,

cuando no lo es porque, evidentemente, 1* = 1 es la funcion

constante 1gual a 1. Se pueden poner muchos mas ejemplos.
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299 ¢¢

. Como evitar que la notacién “lim” “tire de ti”’ y te lleve a ver

X—>d
lo que no hay? Pues no usandola hasta que no hayas visto cla-
ramente lo que realmente hay. Este es un consejo importante:
antes de empezar a calcular un limite funcional, simplifica
todo lo que puedas la funcion y no escribas el simbolo “lim”
hasta que no tengas una idea clara de como vas a hacer los

calculos.
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Condiciones suficientes de extremo relativo

Sean / un intervalo, ¢ un punto de / que no es extremo de [ y
f : I — R una funcién n > 2 veces derivable en a. Suponga-
mos que todas las derivadas de f hasta la de orden n—1 inclusi-
ve se anulan en a, es decir, ) (a)=0 parak =1,2,...,n—1,
y que £ (a) # 0. Entonces:

i)Sinespary f"(a) > 0, f tiene un minimo relativo en a.
ii) Sinespary ™ (a) <0, f tiene un maximo relativo en a.

ii1) Si n es impar entonces f no tiene extremo relativo en a.
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Hay que insistir en que este resultado es util para estudiar ex-
tremos relativos pero que no proporciona condiciones sufi-
cientes de extremo absoluto. Puede enunciarse un criterio de

extremo absoluto para la derivada segunda como sigue.
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Criterio de extremo absoluto usando la derivada segunda

Supongamos que f es continua en [a, b], dos veces derivable
en |a, b| y tiene un punto critico en ¢ €la, b|. Entonces:
a) Si f"(x) < 0 para todo x €]a, b[ se verifica que f alcanza

en ¢ un maximo absoluto en [a, b].

b) Si f”(x) > 0 para todo x €la, b| se verifica que f alcanza

en ¢ un minimo absoluto en [a, b].
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Teorema de Taylor

Sea f una funcién n + 1 veces derivable en un intervalo /.
Dados dos puntos cualesquiera x, a en I con x # a, se verifica
que existe algun punto ¢ en el intervalo abierto de extremos a

y x tal que:

/()
(n+1)!

(X _ a)n—l—l

J(x) =Tu(f,a)(x) =
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Resto de Lagrange

El numero

£ ()
(n + 1)!

Se llama resto de Lagrange. S1 somos capaces de probar una

(X . a)n—l—l

desigualdad de la forma
SV (e)
(n+1)!

Entonces podemos asegurar que el error cometido al aproximar

|X _a|n+1 < ¢

f(x) por T,,( f,a)(x) es menor que &.
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Funciones convexas y funciones concavas

Sea f : I — R unafuncién definida en un intervalo /. Se dice
que f es convexa en I si para todo par de puntos x,y € [ y

para todo 7 con 0 < ¢ < 1, se verifica que:

Jax +A=0)y) <tf(x)+ A —=1)f(»)

Cuando la desigualdad anterior es estricta para 0 < ¢ < 1 se
dice que f es estrictamente convexa. Se dice que [ es conca-
va en I cuando — f es convexa en I y estrictamente concava

cuando — f es estrictamente convexa.
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Condiciones suficientes de convexidad

Supongamos que f es continua en [a, b] y derivable en |a, b[. Si la
derivada de f es creciente (resp. estrictamente creciente) en |a, b|
entonces f es convexa (resp. estrictamente convexa) en [a, b]. En
particular si f es dos veces derivable en |a, b| y se verifica que
f"(x) = 0 (resp. f"(x) > 0) para todo x €]a, b[, entonces f es

convexa (resp. estrictamente convexa) en [a, b].

Interpretando la derivada primera como la velocidad y la derivada
segunda como la aceleracion, las curvas convexas aceleran y las

concavas frenan.
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Puntos de inflexion

Se dice que a es un punto de inflexion de una funcién £, si hay un
nimero r > 0 tal que f es concava en el intervalo Ja — r,aly f es
convexa en el intervalo |a,a + r| (o al revés). Es decir, los puntos
en los que una funcion pasa de concava a convexa o de convexa a

concava se llaman puntos de inflexion.
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Puntos de inflexion: condiciones necesarias y suficientes
Condici6n necesaria:

Si f tiene un punto de inflexién en a y es dos veces derivable en a,

entonces [ "(a) = 0.
Condicién suficiente:

Si f es tres veces derivable en un punto a y se tiene que f "(a) =0

pero f”(a) # 0, entonces f tiene un punto de inflexién en a.



index.html

Problemas de optimizacion

En dichos problemas se trata de calcular el maximo o el minimo

absolutos de una magnitud.

e Entiende bien el problema. Haz, si es posible, un dibujo o un es-
quema.

e Elige las variables y la magnitud, O, que tienes que optimizar.

e Estudia las relaciones entre las variables para expresar la magni-
tud O como funcién de una sola de ellas, O = f(x).

e Las condiciones del problema deben permitir establecer el domi-
nio de f.

e Estudia la variacién del signo de la derivada de f en su dominio

para calcular maximos y minimos absolutos.
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Ejercicio
Dado un punto P = (a, b) situado en el primer cuadrante del

plano, determina el segmento con extremos en los ejes coorde-

nados y que pasa por P que tiene longitud minima.

Observacion. La solucion de este ejercicio también resuelve el
problema de calcular la longitud de la escalera mas larga que,
llevada en posicion horizontal, puede pasar por la esquina que

forman dos corredores de anchuras respectivas a y b.
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Ejercicio
Demuestra que entre todos los rectangulos con un perimetro

dado, el que tiene mayor area es un cuadrado.
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Ejercicio
Determina el rectangulo con lados paralelos a los ejes coorde-

x2 2

nados, inscrito en la elipse de ecuacion — + = 1, y que
a
tenga area maxima.

Observacion. Los dos ejercicios anteriores se han resuelto en
el capitulo 1 usando la desigualdad de las medias. ;Qué méto-

do te parece mejor?
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Ejercicio
Encuentra un punto P de la circunferencia x> + y*> =1 con

coordenadas positivas y tal que el triangulo cuyos vértices son
(0, 0) y las intersecciones de la tangente a la circunferencia en

P con los ejes coordenados tenga area minima.
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Ejercicio
Calcula el area de la elipse de minima area circunscrita a un

rectangulo dado. Recuerda que el area de una elipse de semi-

ejes s, t esigual a wst.
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Ejercicio
Se quiere construir una caja sin tapa con una lamina metali-
ca rectangular cortando cuadrados iguales en cada esquina y
doblando hacia arriba los bordes. Halla las dimensiones de la
caja de mayor volumen que puede construirse de tal modo si
los lados de 1a lamina rectangular miden: a) 10cm. y 10 cm. b)

12cm. y 18 cm.
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Ejercicio
Calcula las dimensiones (radio y altura) de una lata cilindrica

de un litro de capacidad cuya superficie total sea minima.
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Ejercicio
Calcula las dimensiones (radio y altura) de una lata cilindrica
de un litro de capacidad cuyo costo de produccion sea minimo.
Se supone que no se desperdicia aluminio al cortar los lados de

la lata, pero las tapas de radio r se cortan de cuadrados de lado

2r por lo que se produce una pérdida de metal.



index.html

Ejercicio
Calcula la distancia minima del punto (6, 3) a la pardbola de

ecuacién y = x?2.
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Ejercicio
Calcula el limite en el punto a que en cada caso se indica de las funciones

siguientes:

f(x) = (senx + cosx)/*, a=0:; f(x)z(l—l—tgx)l/xz, a=0

»

2 I/X
f(x) = (cotx)*"*, a=0; f(x):(coszx—l—%) , a=0
1
) = (14 sen )%, a=0;  f(x) = 200 2
(r — 2x)2
— arct t tg x) — x°
f(x):x arch, 4= 0 f(x):(gx)(arch) x, 40
sen3x\/_ b
x 7 x — 1/(1—cos x)
f(x):e 0082 X x’ ‘=0 f(x):(senX) =0
tg< x
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Ejercicio

Justifica que para todo r € R y para todo s > 0 se verifica que:

r

., (logx)" ., X . .
Iim =0, Im —=0, Imx’|logx| =0.
xX— 400 x?3 x—-+o0 es* x—0
x>0
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Ejercicio

Calcula el limite en el punto a que en cada caso se indica de las funciones

f:RT > R.
x?senl/x
f(x)= 1 , A=-o0; f(x)=sen+/1+ x—sen/x,a=4+
0og X

1 X
f(x)=senx sen —, a=0, a=-+oc; f(x):(cos z ) ,d=-4oco
X

X+ 2
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Ejercicio
Sea f:]—1/2,4+00]— R dada por f(x) = (x + ex)% para x # 0,
y f(0) = €. Estudia la continuidad y derivabilidad de " en cero.



index.html

Ejercicio
Estudia la derivabilidad de las siguientes funciones.
. £:RY > R, f(x) =x/&D £1) = fe.
2. f1—1/2,+o0[— R, f(x) = (x +e)'/*, £(0) =€
3. £:]0,4+00[— R f(x)=(1+ x logx)'/~, £(0) =0.
1/x?
) LS =es
, f(0)=1.

SEn x

4 f]—m/2.7/2— R f(x) = (

5. /1R =R, f(x) = (1 4+

2—2cosXx

1/x
6. f]—n/2,7n/2[— R f(x):( = ) , f(0)=1.
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Ejercicio

Calcula los limites

, 1 1 , 1 1
Iim — — lim _
x—0\sen?x  x? x—1\logx x—1

o oxeXP 4xet—2e2 426" ’ i1 o
lim lim (— — arctg x)
x—0 (eX —1)3 x—+00

sen x

~ log ( . )  (tex 1/x?

lim lim | —
x—0 (lOg(l -+ X))2 x—0 X
fm log(1 + sen 2x) arc tg(sen’ x) HH}T (tg x) =

x—0  (e¥—=1)(1 — cos?(tg? x)) x—Z
Sugerencia. Pueden usarse las reglas de L"Hopital pero es conveniente

realizar previamente alguna transformacion.
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Ejercicio
Explica s1 es correcto usar las reglas de L."Hopital para calcular los

limites:

. x—senx . x?sen(1/x)
lim : lim :
x—>+00 X -+ sen x x—0 sen x
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Ejercicio
Prueba que una funcion polinémica de grado n coincide con su po-

linomio de Taylor de orden n centrado en un punto cualquiera a.
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Ejercicio
Prueba que una funcién polinémica P tiene un cero de orden k en

a si, y sélo si, puede escribirse de la forma P(x) = (x — a)* O(x),

donde Q(x) es una funcién polinémica que no se anula en a.



index.html

Ejercicio
Calcula, usando un desarrollo de Taylor conveniente, un valor apro-

ximado del nimero real « con un error menor de 1073 en cada uno

de los casos siguientes:

1
a)a=~7T b)a= Sen c) o = sen(61°)
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Estrategia

Consideraremos ahora el problema de hallar el mdximo o minimo abso-
lutos de una funcion continua f en un intervalo cerrado |a, b]. Para ello

puede seguirse el siguiente procedimiento:

Paso 1. Hallar todos los puntos x de |a, b] que o bien son puntos singu-
lares de f o son puntos en los que f no es derivable.

Paso 2. Calcular el valor de f en cada uno de los puntos obtenidos en el
Paso 1 y tambiénenay en b.

Paso 3. Comparar los valores obtenidos en el Paso 2. El mayor de todos

ello serd el mdximo absoluto de f en |a,b]y el menor serd el minimo

absoluto de f en |a, b].
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Ejercicio
Calcula los valores maximo y minimo de las siguientes funciones

en los intervalos que se indican:
1. f(x)= E(sen2 X + cos x) + 2senx — x en el intervalo [0, 7 /2].

2. f(x) = ~/x2(5—2x) en el intervalo [—1, 2].
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Ejercicio
Para cada niimero real 7 sea f(x) = —%x3 + ¢2x. Calcula, para cada

valor de ¢ € [—1, 1], el minimo valor de f(x) en el intervalo [0, 1].
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Ejercicio
Cuando una funcion no estd definida en un intervalo cerrado hay

que estudiar el signo de la derivada si queremos calcular mdximos

o minimos absolutos cuya existencia habrd que justificar.

Definamos f(x) = 5x? 4+ ax, donde o > 0 es una constante.
Calcula el valor mas pequefio de o tal que f(x) > 21 para todo

x > 0.
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Ejercicio
n
Calcula el minimo valor de E (x — ay)* donde aj,a,---a, son

k=1
numeros reales dados.
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Ejercicio

Calcula laimagen de [ :R*™ — R dadapor f(x) = X¥.
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Ejercicio
Sea f :R — R la funcién definida por f(x) = e 1/x° para x % 0,
y f(0) = 0. Estudia la continuidad y derivabilidad de f y calcula

su imagen.
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Ejercicio
Dado a # 0, definamos, para x # 1/a, la funcién:

a—+ x
f(x) = arctana + arctan x — arctan :
—ax

Calcula la imagen de f.
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